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В реальных поликристаллах кристаллиты отделены друг от друга межзе-
ренным пространством, оказывающим влияние на эффективную проводи-
мость поликристалла.  Это влияние тем больше, чем меньше размеры кри-
сталлов. В  работе  разработан  метод  прогнозирования  эффективной
проводимости  поликристаллических  сред,  который  учитывает  наличие
межзеренного пространства. Для построения метода принята модель поли-
кристалла, в которой кристаллиты считаются неоднородными, состоящими
из  однородного  кристаллического  анизотропного  ядра  и  однородной
изотропной оболочки.  В данной модели роль межкристаллитных проме-
жутков играют оболочки кристаллитов. Для вычисления эффективной про-
водимости поликристалла использовано обобщенное приближение эффек-
тивного поля, в качестве параметра среды сравнения принята эффективная
проводимость среды, т.е. использован метод самосогласованного решения.
На основе разработанного метода для случая сферических кристаллитов со
сферической оболочкой получена формула для эффективной проводимости
поликристалла в зависимости от тензора проводимости кристаллического
ядра, проводимости оболочки и объемной доли ядра в кристаллитах. Дан-
ная формула применяется для частных случаев поликристаллической сре-
ды, а именно для поликристалла с однотипными кристаллитами с изотроп-
ным  ядром,  в  этом  случае  выражение  для  эффективной  проводимости
совпадает с классической формулой Максвелла – Гарнетта; поликристалла
с однотипными кристаллитами с анизотропными ядрами при одинаковой
ориентации их кристаллографических осей; поликристалла с однотипными
кристаллитами с анизотропными ядрами при равномерном распределении
ориентаций их кристаллографических осей в пространстве; поликристалла
с проводящими ядрами кристаллитов и абсолютно непроводящими оболоч-
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ками.  В последнем случае эффективная проводимость поликристалла об-
ращается в нуль, что полностью согласуется с физическим смыслом.
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оболочка; анизотропный; межкристаллитные промежутки; обобщенное приближе-
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Abstract: In real polycrystals the crystallites are separated from each other by an
intergranular space, affecting the effective conductivity of the polycrystal. This
influence is higher when the less are the dimensions of crystallites. In the work
the method of  predicting  the effective conductivity  of  polycrystalline  media,
which takes into account the presence of the intergranular space, has been devel-
oped. To construct the method, a polycrystal model has been adopted, in which
the crystallites are considered to be non-uniform, consisting of a uniform crys-
talline anisotropic core and a uniform isotropic shell. To calculate the effective
conductivity of the polycrystal,  a  generalized effective-field approximation is
used, and the effective conductivity of the medium is used as a parameter of the
comparison medium, i.e. a method of the self-consistent solution is used. On the
basis of the developed method for a case of spherical crystallites with spherical
shell the formula for polycrystal effective conductivity depending on the tensor
of the crystalline cores, the conductivity of the shell and the volume fraction of
the cores in the crystallines, has been obtained. This formula is applied in partic-
ular cases of polycrystalline medium, precisely for a polycrystal with single-type
crystallites with isotropic core, in which case the expression for effective con-
ductivity coincides with the classical Maxwell – Garnet formula; for polycrystal
with the single-type with anisotropic cores with the same orientation of their
crystallographic axes in space; for polycrystal with single-type crystallites with
anisotropic  cores  with  uniform distribution  of  orientations  of  their  crystallo-
graphic axes in space; for polycrystal with conducting cores of crystallites and
absolutely non-conducting shells. In the latter case the effective conductivity of
the polycrystal  turns  to  zero conductivity,  which is  fully  consistent  with the
physical meaning.
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Введение. Кристаллиты  в реальных  поликристаллических  материалах  отделены
друг от друга межзеренным пространством (межкристаллитными промежутками), фак-
тически составляющим отдельную компоненту с иным структурным состоянием атомов
по сравнению c кристаллом [1–3]. Вследствие этого материальные характеристики меж-
зеренного пространства,  в частности проводимость,  отличаются от соответствующих
характеристик кристаллитов и зависят от положения рассматриваемой точки внутри об-
разца поликристалла.  Наличие межзеренного пространства  оказывает влияние на эф-
фективную проводимость поликристалла,  причем тем больше,  чем  меньше размеры
кристаллитов. Это объясняется увеличением объемной доли межкристаллитной фазы с
уменьшением размеров кристаллов [3].

Вычислению  эффективных  проводящих,  а  также  диэлектрических,  магнитных  и
теплопроводящих характеристик неоднородных сред  посвящено большое количество
работ.  Математически  данные  задачи  в  случае  стационарных  полей  равносильны,
поэтому результат решения одной из них можно формально использовать и для других
задач при условии совпадения структур рассматриваемых сред.  Значительно меньше
работ посвящено средам с анизотропными компонентами, среди которых можно отме-
тить, например, [4–22], а также [23–25], где общая теория излагается для случая сред с
анизотропными составляющими. Задачи прогнозирования эффективных свойств поли-
кристаллов рассматриваются в [4–8, 16, 19]. Заметим, что во всех литературных источ-
никах межкристаллитные промежутки не учитываются. 

В настоящей работе предлагается метод учета влияния межкристаллитных проме-
жутков  на  эффективную  проводимость  поликристалла.  Метод  основан  на  модели
поликристалла с неоднородными кристаллитами, состоящими из однородного кристал-
лического ядра и однородной изотропной оболочки. В данной модели роль межкристал-
литных  промежутков  играют  оболочки  кристаллитов  и предполагается  отсутствие
возможной их неоднородности. Для вычисления эффективной проводимости поликри-
сталла  используется  обобщенное  приближение  эффективного  поля  [26]  в  варианте
самосогласования. 

Постановка задачи. Рассмотрим образец статистически однородного поликристал-
лического материала объемом V, к границе S которого приложено однородное электри-
ческое поле напряженностью E0. Будем считать, что поликристалл состоит из неодно-
родных и однотипных  с  точки  зрения  материальных  характеристик  и  формы
кристаллитов, представляющих собой однородное кристаллическое ядро в однородной
изотропной оболочке. Границу ядра и внешнюю границу оболочки каждого кристалли-
та  будем считать  концентрическими сферами с  радиусами  a(2) и  a(1) соответственно.
Проводимость  оболочек  кристаллитов  обозначим  σs,  тензор проводимости  ядра кон-
кретного кристаллита в системе координат xyz, связанной с текстурой образца, обозна-
чим σ (индекс, указывающий номер кристаллита, будем опускать). В системе координат
ξηξ своих главных осей тензор σ имеет вид
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~σ=‖ σ1 0  0
 0  σ2 0
 0  0  σ3

‖ .

Ориентации собственных систем координат ξηξ кристаллитов образца предполага-
ются распределенными по некоторому вероятностному закону. Ставится задача вычис-
лить тензор эффективной проводимости данного образца поликристалла  σ* , который
определяется уравнением

⟨ j⟩=σ* ⟨E⟩ , (1)

где ⟨ j⟩  и ⟨E⟩  – соответственно средние по объему образца плотность электрического
тока и напряженность электрического поля (предполагается,  что среда удовлетворяет
гипотезе эргодичности, т.е. среднее по ансамблю реализаций совпадает со средним по
объему). 

Для того чтобы найти σ* , нужно вычислить ⟨ j⟩  и ⟨E⟩  в зависимости от парамет-
ров, описывающих материальные свойства компонентов поликристалла и структуру, об-
разуемую ими. Для этого рассматривается краевая задача для электростатического по-
тенциала φ(r) в данном образце поликристалла:

∇⋅σ(r)∇ φ(r)=0 ,   φ|S=−(E0⋅r) , (2)

где σ(r) – локальный тензор проводимости поликристалла, являющийся случайной ку-
сочно-постоянной функцией точки. 

Можно показать, что в рассматриваемых условиях средняя по образцу напряжен-
ность электрического поля равна напряженности приложенного поля [5]. Решив задачу
(2), можно найти распределения напряженности поля  (E=−∇φ) , а также плотности
тока (j(r) = σ(r)E(r)) в образце в зависимости от напряженности приложенного поля Е0,
затем усреднить их по объему и найти σ* . 

Введение тела сравнения и метод функций Грина. Уравнение в (2) – это уравне-
ние в частных производных второго порядка с разрывными коэффициентами.  Для ре-
шения  этой  проблемы используется  процедура,  связанная  с  введением  однородного
тела сравнения, имеющего такую же форму, как и образец поликристалла, и постанов-
кой для него аналогичной задачи [25, 26]: 

∇⋅σ c(r)∇ φ c(r )=0 ,   φc|S=−(E0⋅r ). (3)

Здесь индексом «с» отмечены величины, относящиеся к телу сравнения. 
Введем обозначения для разностей соответствующих величин в задачах (2) и (3):

φʹ(r) = φ(r) – φc(r),   σʹ(r) = σ(r) – σc.

Вычитая (3) из (2), получаем краевую задачу:

∇⋅σ c ∇ φ ' (r)=−∇⋅σ ' (r )∇ φ(r ),   φ ' |S=0 . (4)

В задаче (4) особенность, связанная с разрывностью материальных характеристик
на границе между кристаллитами, находится в правой части уравнения, которая фор-
мально имеет смысл внешнего воздействия на систему.

С помощью функции Грина G(r, r1), вводимой условиями

∇⋅σ c ∇ G(r ,r1)=−δ(r−r1),   G(r , r1)|r1∈S=0 ,

решение задачи (4) в пределе при V   можно записать в виде [26]
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φ ' (r)=∫G (r1−r)(∇⋅σ ' (r1)∇ φ(r1))d r1 . (5)

Преобразуем (5) по частям и возьмем градиент от левой и правой частей:

E ' (r)=∫∇ 1⊗∇ 1G (r1−r)σ ' (r1)E(r1)d r1 , (6)

где E ' (r)=−∇φ ' (r ) ; ∇1⊗∇1 G(r1−r )  – тензор вторых производных функции Грина
(верхний индекс «1» у дифференциального оператора Гамильтона означает дифферен-
цирование по r1). 

Поскольку E ' (r)=E(r)−Ec , где Ec=const  – напряженность электрического поля в
теле сравнения, из (6) получим интегральное уравнение для локальной напряженности
поля:

E(r )=Ec+Q(r)(σ (r)−σ c)E(r), (7)

где Q(r) – интегральный оператор, действие которого определяет формула

Q (r) f (r)=∫∇1⊗∇1 G(r1−r)f (r1)d r1 .

Получение выражения для эффективной проводимости поликристалла в обоб-
щенном приближении эффективного поля.  Весь образец поликристалла состоит из
конечного числа кристаллитов, количество которых обозначим N. Пусть текущая точка
r лежит внутри k-го кристаллита. Разложим оператор Q(r) на внешнюю и внутреннюю
составляющие по отношению к k-му кристаллиту:

Q(r)=Qext
(k)(r)+Qint

(k )(r) .

Тогда (7) примет вид

E(r )=Ec+Qext
(k )(r)(σ (r )−σ c)E(r)+Qint

(k )(r )(σ(r)−σ c)E(r) ,   r∈V (k) , (8)

где V(k) – объем k-го кристаллита. 
Первые два члена в (8) можно назвать напряженностью эффективного поля в дан-

ной точке  k-го кристаллита, которое формируется в результате приложения к образцу
композита внешнего поля и наличия в образце других кристаллитов:

Eeff
(k)(r )=Ec+Qext

(k )(r)(σ(r )−σ c)E(r) ,   r∈V (k) .

В силу статистической однородности материала и малости каждого включения по
сравнению со всем образцом можно принять, что среднее эффективное поле в каждом
включении и среднее эффективное поле в образце примерно равны:

⟨Eeff ⟩
(k)≈⟨Eeff ⟩ ,   k=1 , N .

Другое  предположение  состоит  в  том,  что  средние  напряженности  поля  ⟨E⟩1
(k) ,

⟨E⟩2
(k)  в оболочке и ядре каждого кристаллита считаются связанными так же, как если

бы данный кристаллит находился в единственном числе в бесконечной среде сравнения
с однородным приложенным полем:

⟨E⟩1
(k)=λ12

(k ) ⟨E⟩2
(k) ,   k=1, ..., N .

В данном случае для сферических однотипных кристаллитов [26]

λ12
(k )= 1

3σ s

(σ(k)+2σ s I ),   k=1 , ..., N . (9)
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Здесь σ(k) – тензор проводимости ядра кристаллита, зависящий от ориентации систе-
мы координат ξηζ его кристаллографических осей в системе координат xyz, связанной с
текстурой образца поликристалла:

σ(k )=C(k )~σ(C(k))T ,

где C(k) – матрица поворота от xyz к ξηζ.
В итоге в обобщенном приближении эффективного поля для σ*  получаем следую-

щее выражение [26]:

σ*=⟨((1−ν)σ s λ12+νσ )λ20⟩ ⟨((1−ν)λ12+ν I)λ20⟩
−1 , (10)

где  = (a(2)/a(1))3 – объемная доля кристаллического ядра в кристаллите; λ20 – тензор, свя-
занный с конкретным кристаллитом (индекс, обозначающий номер кристаллита, опу-
щен):

λ20=[(1−ν)(I−g1(σ s I−σc))λ12+ν(I−g1(σ−σ c))]−1; (11)

g1=∫
V '

∇⊗∇ G (r)d r .

Здесь V' – объем кристаллита, включая его оболочку; G(r)– функция Грина задачи (4).
В случае выбора σ c=σ* , т.е. при варианте самосогласованного решения, функция

G(r) равна [27]:

G(r)= 1

4π √det σ* √rT (σ*)−1 r
.

Поскольку в системе координат xyz тензор σ*  имеет диагональный вид, компонен-
ты тензора g1 в этой системе могут быть вычислены по формулам [28]

g1 , jj=−
~
L j

σ jj
* , j=1 , 2 , 3;   g1 ,ij=0 , i≠ j ,

где σ jj
* ,  j = 1, 2, 3, – главные компоненты тензора σ* ;

~L j=
~a1

~a2
~a3

2
∫

0

∞
dq

(~a j
2+q)[(~a1

2+q)(~a 2
2+q)(~a3

2+q)]1/2 ,   j=1, 2, 3 , −

главные компоненты тензора обобщенных геометрических факторов кристаллита с уче-
том  анизотропии  среды  сравнения;  ~a j=a(1 )/√σ jj

* ,   j=1 , 2 , 3, −  «обобщенные»  по-
луоси сферы с учетом анизотропии среды сравнения. 

Введем тензоры λ и , связанные с данным кристаллитом:

λ = ((1–)λ12+I)λ20,    = ((1–)σsλ12 +σ)λ20. (12)

Тогда (10) можно переписать в виде

σ*=⟨κ⟩⟨λ ⟩−1, (13)

где угловые скобки означают усреднение по всем кристаллитам образца, но поскольку в
данном случае  кристаллиты отличаются только ориентациями их кристаллографиче-
ских осей в системе координат xyz, то усреднение в (13) – это усреднение по всем ори-
ентациям кристаллитов образца в системе xyz.
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Выражение (13) представляет собой тензорное уравнение, которое достаточно эф-
фективно решается методом простых итераций [29].

Применение метода  для  некоторых  частных  случаев  поликристаллов.
Пример 1. В случае изотропного ядра кристаллитов, т.е. при σ = σI, поликристалл в це-
лом изотропен (σ*=σ* I) . Тогда все тензорные величины, связанные с кристаллитами,
изотропны и одинаковы для всех кристаллитов:

~L j=
1
3

, j=1,2,3 ,    g1=− 1

3σ* I ,   λ12=
σ+2σ s

3σ s

I ,

λ20=[(1−ν)
σ s+2σ*

3σ*

σ+2σ s

3σ s

+ν σ+2σ*

3σ* ]
−1

I , (14)

λ=
σ+2σ s+ν(σ s−σ)

3σ s

λ20 ,   κ=
σ+2σ s+2ν(σ−σ s)

3
λ20 .

Для σ*  из (13) с учетом (14) получим классическую формулу Максвелла – Гарнетта
[5, 10, 15], где роль матрицы играет материал оболочки кристаллитов:

σ *=κλ−1=σ s

σ+2σ s+2ν(σ−σ s)
σ+2σs−ν(σ−σ s)

. (15)

Пример 2. Рассмотрим случай, когда ядра кристаллитов анизотропные, но главные
оси тензоров их проводимости σ ориентированы одинаковым образом. Тогда 

σ*=κλ−1=((1−ν)σ s λ12+ν~σ)((1−ν)λ12+νI)−1

и с учетом того, что

λ12=
1

3σ s

(~σ+2σ s I) ,

окончательно получим

σ *=κλ−1=σ s(~σ+2σ s I+2ν(~σ−σ s I))(~σ+2σ s I−ν(~σ−σ s I))−1 . (16)

Все тензорные величины, входящие в (16), имеют диагональный вид в системе xyz,
поэтому главные компоненты тензора  σ*  получаются заменой тензорных величин в
(16) на соответствующие их главные компоненты. 

Следует  отметить, что  в  рассмотренных примерах результат не зависит от выбора
параметра среды сравнения  σс (в обоих случаях он выбирался равным σ* , но входил
только в выражение для λ20, который в процессе преобразований сокращался). 

Пример  3. Рассмотрим случай с анизотропными ядрами кристаллитов при равно-
мерном распределении их ориентаций в пространстве. В этом случае тензор эффектив-
ной проводимости поликристалла имеет скалярный вид: σ *=σ* I . Так же, как и в при-
мере 1, имеем

g1=− 1

3σ*
I .
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Согласно (9), (11), (12) получим

λ20=3σ*[(1−ν)
σ s+2σ*

3σ s
* (σ+2σ s I )+ν(σ+2σ* I )]

−1

,

λ= 1
3σ s

((σ+2σ s I)−ν(σ−σ s I))λ20 , (17)

κ=1
3
((σ+2σ s I)+2 ν(σ−σ s I))λ20 .

В системе  координат  ξηζ собственных осей  кристаллита данные тензоры имеют
диагональный вид с главными компонентами:

λ ' 20 , j=3σ*[(1−ν)
σ s+2σ*

3σ s

(σ j+2σ s)+ν(σ j+2σ*)]
−1

,   j=1 , 2 , 3,

λ ' j=
1

3σ s

((σ j+2σ s)−ν(σ j−σ s))λ ' 20 , j , (18)

κ ' j=
1
3
((σ j+2σ s)+2 ν(σ j−σ s))λ ' 20 , j ,   j=1, 2, 3,

где σj, j = 1, 2, 3, – главные компоненты тензора σ.
При  равномерном  распределении  ориентаций  кристаллитов  для  усредненных

компонент тензоров λ и  в системе xyz получаем [30] 

⟨λ jj ⟩=D /3,   j=1,2,3;   ⟨λ ij⟩=0 , i≠ j , (19)

⟨κ jj⟩=K /3,   j=1,2,3;   ⟨ κij ⟩=0 , i≠ j ,

где
D = λʹ1 + λʹ2 + λʹ3,   K = κʹ1 + κʹ2 + κʹ3. (20)

Таким образом, для эффективной проводимости поликристалла в случае равномер-
ного распределения ориентаций кристаллитов уравнение имеет вид

σ*=
κ ' 1+κ ' 2+κ ' 3

λ ' 1+λ ' 2+λ ' 3

, (21)

где λʹj, κʹj вычисляются из (18). 
Несложно убедиться, что в частном случае изотропных ядер кристаллитов уравне-

ние (21) становится равносильным выражению (15).
Пример 4. Рассмотрим предельный случай, когда кристаллические ядра у кристал-

литов проводящие, а межкристаллитная фаза в поликристалле абсолютно непроводя-
щая, т.е. при σs = 0. При σs0 из (9), (11), (12) имеем

λ12∼ σ
3σ s

,   λ20∼σ s[(1−ν)(I+g1 σ
c) σ

3 ]
−1

,

λ∼(I+g1 σ
c)−1 ,   κ∼σ s(1+2ν)[(1−ν)(I+g1 σ

c)]−1
.

306 Известия вузов. Электроника / Proceedings of Universities. Electronics   2020   25(4)



Метод прогнозирования эффективной проводимости...

Тогда

σ*∼σ s(1+2 ν)[(1−ν)(I+g1σ
c)]−1

(I+g1σ
c) 0,   σs0. (22)

Таким образом, данный метод дает верный результат в предельном случае непрово-
дящей межкристаллитной фазы.

Заключение. С  помощью  разработанного  метода  прогнозирования  эффективной
проводимости поликристалла с учетом межкристаллитных промежутков получена об-
щая формула для тензора эффективной проводимости поликристаллической среды.

Получены выражения для тензора эффективной проводимости для частных случаев
поликристаллов. Установлено, что в частном случае непроводящих межкристаллитных
промежутков  и проводящих ядер кристаллитов  эффективная проводимость  поликри-
сталла обращается в нуль.
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