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Изолированные малые частицы с диэлектрическим ядром и металли-

ческой оболочкой характеризуются более сложным поведением при воз-

действии на них электромагнитным излучением, чем сплошные металли-

ческие частицы. Поэтому композитная среда, содержащая большое 

количество таких частиц, будет иметь новые оптические свойства. При ус-

ловии малости размеров включений по сравнению с длиной волны элек-

тромагнитного излучения оптические характеристики неоднородной сре-

ды могут быть оценены с помощью эффективной диэлектрической 

проницаемости данной среды. 

На основе обобщенного приближения эффективного поля выведена 

формула для вычисления эффективных диэлектрических характеристик 

матричного композита со сферическими включениями с оболочкой. Фор-

мулу можно считать обобщением классической формулы Максвелла – 

Гарнетта для случая матричной среды с неоднородными сферическими 

включениями, состоящими из анизотропного ядра и изотропной оболочки. 

С помощью полученной формулы в диапазоне длин волн 0,282–0,855 мкм 

рассчитаны частотные зависимости действительной и мнимой частей эф-

фективной диэлектрической проницаемости композита, состоящего из 

альфа-кварца в качестве матрицы и сферических нановключений с ядром 

из альфа-кварца и серебряной оболочкой. Зависимости получены при раз-

личных относительных объемных долях ядер во включениях и включений 

в композите. В указанном диапазоне длин волн рассчитаны частотные за-

висимости коэффициентов преломления и экстинкции данного композита 

и коэффициенты пропускания и отражения тонкой композитной пленки. 

Показано, что наличие в матричном композите включений с металличе-

ской оболочкой приводит к появлению дополнительного плазмонного ре-

зонанса по сравнению с композитом с цельнометаллическими включения-

ми. 

Для матричного композита дополнительный плазмонный резонанс 

проявляется в ультрафиолетовом диапазоне при длине волны  
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0,33–0,34 мкм и по интенсивности он гораздо слабее основного плазмон-

ного резонанса. Наличие дополнительного плазмонного резонанса приво-

дит к появлению узкой полосы очень слабого пропускания композитной 

пленки в ультрафиолетовом диапазоне. При фиксированной объемной до-

ле включений в композите увеличение объемных долей ядер в них приво-

дит к смещению основного плазмонного резонанса в сторону бóльших 

длин волн и уменьшению его интенсивности.  

Ключевые слова: композит; тензор эффективной диэлектрической проницае-
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Isolated small particles with a dielectric nucleus and metal shell are charac-

terized by more complex behavior under effect of electromagnetic radiation up-

on them, than solid metal particles. Therefore, the composite medium, contain-

ing a big number of such particles, will have more interesting optical properties 

compared to a composite with solid metal inclusions. On condition of small siz-

es of the inclusions compared to the electromagnetic radiation wave length the 

optical characteristics of non-homogeneous medium can be estimated using the 

effective dielectric permeability of the given medium. 

Based on the generalized approach of the effective field the formula for 

calculating the effective dielectric characteristics of the matrix composite with 

the spherical inclusions with the shell has been derived. The given formula can 

be considered as a generalization of the classical Maxwell-Garnet formula for a 

case of the matrix medium with non-homogeneous spherical inclusions, consist-

ing of an anisotropic nucleus and an isotropic shell. Using this formula in the 

range of wave length 0.282–0.855 μm the frequency dependencies of real and 

imaginary parts of effective dielectric permeability of the composite, consisting 

of alpha-quartz as a matrix and spherical nanoinclusions with a nucleus from al-

pha-quartz and silver shell, at various relative volume parts in the composite 

have been calculated. In the indicated range of the wave lengths, also, the fre-

quency dependencies of the refraction coefficients and extinction of the given 

composite and the transmission and refraction coefficients of the composite film 

have been calculated. It has been shown that presence in the composite of the 

inclusions with a metal shell results in appearance of an additional plasmon res-

onance compared to the composite with the whole metal inclusions. 

For the given composite an additional plasmon resonance becomes appar-

ent in the ultra-violet region at the wave length of 0.33–0.34 μm and from the 
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point of intensity is much weaker than the main plasmon resonance. The availa-

bility of an additional plasmon resonance leads to appearance of a narrow band 

of very weak transmission of the composite film in the ultra-violet region. At 

the fixed volume part of inclusions in the composite and increase of the nuclei 

volume parts in the inclusions results in the shift of the main Plasmon resonance 

to the side of big lengths of waves and in its intensity decrease. 

Keywords: composite; effective permittivity tensor; coated inclusion; Plasmon res-

onance; Maxwell-Garnett approximation; generalized effective field approximation. 
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Введение. Малые частицы, представляющие собой диэлектрическое ядро в метал-

лической оболочке, обнаруживают более сложное поведение при воздействии электро-

магнитным излучением, чем однородные металлические частицы. В работах [1, 2] в 

квазистатическом приближении исследовано поведение изолированных сферической 

частицы в оболочке и эллипсоидальной частицы в оболочке при воздействии на них 

электромагнитным полем. Показано, что у них появляются дополнительные плазмон-

ные резонансы по сравнению с однородными частицами. В [3] исследовано поведение 

изолированного наносфероида с металлической оболочке в электромагнитном поле, а 

также коллективное поведение таких частиц, погруженных в диэлектрическую среду. 

При этом используется приближение, называемое обобщением классической формулы 

Максвелла – Гарнетта [4] для среды с одинаково ориентированными эллипсоидами. 

Данное приближение содержит в себе противоречие, поскольку результат существен-

ным образом зависит от формы репрезентативного объема среды, для которого вычис-

ляется суммарный дипольный момент.  

В настоящей работе на основе обобщенного приближения эффективного поля [5] 

выводится формула для оценки эффективных диэлектрических характеристик матрич-

ного композита со сферическими включениями с оболочкой. Формула используется 

для прогнозирования оптических свойств композита с матрицей из альфа-кварца и на-

новключениями с ядрами из альфа-кварца и серебряной оболочкой. Вычисляются час-

тотные зависимости коэффициентов пропускания, отражения и поглощения тонкой 

композитной пленки.  

Постановка задачи и ее решение в обобщенном приближении эффективного 

поля. Рассмотрим образец статистически однородного композиционного материала 

объемом V, к границе S которого приложено постоянное электрическое поле напряжен-

ностью 0E . Композит считается состоящим из однородной диэлектрической матрицы с 

погруженными в нее неоднородными включениями, представляющими собой однород-

ные шары (ядра) в однородных оболочках, внешние и внутренние границы которых – 

сферы. Тензоры диэлектрической проницаемости материалов, составляющих матрицу, 

оболочки и ядра включений, считаются известными и равными соответственно Im , 

I1  и 2ε . Предполагается, что по материальным свойствам все включения одинаковы, а 

матрица и оболочки всех включений изотропны. Тензор *
ε  эффективных диэлектри- 

ческих характеристик образца данного композита определяется как оператор, связы-

вающий средние по объему образца векторы электрической индукции и напряженности 

электрического поля: 



И.В. Лавров 

Известия вузов. ЭЛЕКТРОНИКА   Том 23   № 2   2018 116 

 EεD
* . (1) 

Для вычисления *
ε  рассматривается краевая задача для электростатического по-

тенциала )(r  в данной среде )( E : 

 )(,0)()( 0 rErrε 
S

, (2) 

где )(rε  – локальный тензор диэлектрической проницаемости композита, являющийся 

случайной кусочно-постоянной функцией точки.  

Аналогичная задача рассматривается для однородного тела сравнения, имеющего 

такие же размеры и форму, как и у образца неоднородной среды [6–9]: 

 )(,0)()( 0 rErrε 
S

ccc . (3) 

Здесь индексом «с» отмечены величины, относящиеся к телу сравнения.  

Введем обозначения для разностей между величинами, относящихся к задачам (2) 

и (3): 

)()()( c
rrr  , c

εrεrε  )()( . 

Тогда, вычитая (3) из (2), получаем краевую задачу: 

 0),()()( 
S

c
rrεrε .  (4) 

Введем функцию Грина ),( 1rrG  следующими условиями: 

)(),( 11 rrrrε  Gc , 0),(
1

1 
S

G
r

rr . 

Тогда решение задачи (4) в пределе при V  можно записать в виде [9] 

 1111 ))()(()()( rrrεrrr dG   . (5) 

Преобразуя (5), получаем выражение для локальной напряженности поля: 

 )())()(()( rEεrεrQErE
cc  , (6) 

где )(rQ  – интегральный оператор, действие которого определяется формулой 

.)()()()( 111
11

rrfrrrfrQ dG   

Здесь )( 1
11

rr  G  – тензор вторых производных функции Грина. Верхний индекс 

«1» у дифференциального оператора Гамильтона означает дифференцирование по 1r . 

Поскольку матрицу можно разбить на отдельные однородные зерна, то весь обра-

зец композита будем считать состоящим из конечного числа включений двух видов. К 

первому виду относятся зерна, составляющие матрицу, ко второму – собственно неод-

нородные включения, окруженные включениями первого вида. Пусть текущая точка r  

лежит внутри k-го включения. Разложим оператор )(rQ  на внешнюю и внутреннюю 

составляющие по отношению к k-му включению: 

).()()( rQrQrQ
int
k

ext
k   
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Тогда (6) примет вид 

 k
cint

k
cext

k
c V rrEεrεrQrEεrεrQErE ),())()(()())()(()( , (7) 

где kV  – объем k-го включения.  

Первые два члена в (7) можно назвать напряженностью эффективного поля в дан-

ной точке k-го включения, которое формируется в результате приложения к образцу 

композита внешнего поля и наличия в образце других включений: 

k
cext

k
ceff

k V rrEεrεrQErE ),())()(()( . 

В качестве первого предположения примем, что в силу статистической однородно-

сти материала и малости каждого включения по сравнению со всем образцом среднее 

эффективное поле в каждом включении и среднее эффективное поле в образце пример-

но равны: 

 eff

V

eff

k

EE  . (8) 

После вычисления на основе (7) средних напряженностей электрического поля в 

оболочке и ядре k-го включения и ряда дальнейших преобразований с учетом (8) для 

тензора эффективной диэлектрической проницаемости образца композита получим вы-

ражение [5] 

   1

20212120221211
* )(


 λIλλελεε ffff , (9) 

где 1f , 2f  – относительные объемные доли оболочки и ядра в конкретном включении; 

20λ  – тензорный оператор, имеющий для k-го включения вид 

   1

212,12111,20 ))(())((


 c
kkkk

c
kkkk ff εεgIλεεgIλ . (10) 

Здесь k1ε , k2ε  –тензоры диэлектрической проницаемости оболочки и ядра k-го включе-

ния соответственно; 

k

VV

k VdGdG

kk

  11
11

1 ,)()( rrrrrrg , – 

тензор, не зависящий от выбора точки 1r  внутри включения [10]; k,12λ  – тензорный 

оператор, связывающий средние напряженности поля в оболочке и ядре k-го включе-

ния: 
kkk 2,121

EλE  .  

Усреднение в (9) проводится по всем включениям образца, в том числе по части-

цам, составляющим матрицу. Для практического вычисления *
ε  по формуле (9) требу-

ется знание вида оператора 12λ  для каждого из включений образца, что представляет 

собой значительную сложность ввиду огромного количества включений и их взаимного 

влияния. 

В качестве второго предположения примем, что средние напряженности поля в 

оболочке и ядре каждого включения связаны между собой так же, как и в изолирован-

ном включении с такими же параметрами в бесконечной среде сравнения с однород-

ным приложенным полем. Применим полученный результат к рассматриваемому ком-
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позиту, взяв в качестве среды сравнения матрицу: Iε m
c  . Тогда тензорные операторы 

12λ , 20λ  и тензор 1g  для каждого включения с оболочкой будут иметь вид [5] 

 )2()3( 21
1

1,12 εIλ  
k , Ig

1
,1 )3(  mk , (11) 

   1
12122111,20 ))((2)2)(2(9


 IεεIλ mkmmk f . (12) 

Матрицу также можно считать состоящей из включений, но без оболочки. Опера-

торы 12λ  и 20λ  для матрицы имеют вид единичного тензора: 

 IλIλ  mm ,20,12 , . (13) 

Подставляя (11), (12), (13) в (10), получаем искомое выражение: 

 

  

 

 

  ,))((2)2)(2(

)(2)1()3(

))((2)2)(2(

)(22)1(3

1
1

1212211

12221
1

1
1212211

122211
1*

























IεεI

IεεII

IεεI

IεεIIε

mm

m

mm

f

fff

f

fff

 (14) 

где f – полная объемная доля всех включений с оболочкой в среде. Угловые скобки оз-

начают усреднение по всем включениям с оболочкой. Если все включения однотипные 

по размеру, структуре и свойствам материалов, то усреднение проводится по ориента-

циям кристаллографических осей их ядер. 

Применение полученного результата для прогнозирования оптических 

свойств матричного композита с включениями с металлической оболочкой. Для 

оценки оптических характеристик матричного композита с металлическими включе-

ниями при условии, что размеры включений и среднее расстояние между соседними из 

них намного меньше длины волны электромагнитного излучения, успешно применяют-

ся классическое приближение Максвелла – Гарнетта [4] для композита со сферически-

ми изотропными включениями и его обобщения при более сложной структуре мате-

риала. В [11] данный подход обобщается на среду с одинаково ориентированными 

эллипсоидальными включениями, в [12] – на матричную среду с осевой текстурой с 

анизотропными одноосными сферическими включениями, в [13, 14] – на матричные 

композиты с осевой текстурой, включения в которых сфероидальные изотропные или 

сферические двуосные анизотропные. В [15] предложено обобщение приближения 

Максвелла – Гарнетта для матричного композита с эллипсоидальными включениями с 

произвольным вероятностным распределением их ориентаций, в [16, 17] – для компо-

зита с вероятностным распределением ориентаций и форм эллипсоидальных включе-

ний. В [7] показано, что классическая формула Максвелла – Гарнетта представляет как 

частный случай обобщенного сингулярного приближения для матричной среды со сфе-

рическими изотропными включениями, если матрицу взять в качестве среды сравне-

ния. Более общий результат получен в [9], где обобщение приближения Максвелла – 

Гарнетта на текстурированный композит с эллипсоидальными включениями также 

представляется как частный случай обобщенного сингулярного приближения при па-

раметре среды сравнения, равном параметру матрицы. Результат, получаемый в обоб-
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щенном сингулярном приближении для эффективных диэлектрических характеристик, 

совпадает с результатом, получаемым в обобщенном приближении эффективного поля 

для частного случая включений без оболочки. Поэтому логично принять частный слу-

чай обобщенного приближения эффективного поля с матрицей в качестве среды срав-

нения за обобщение приближения Максвелла – Гарнетта на матричную среду с вклю-

чениями с оболочкой. Выражение (14) можно считать обобщением классической 

формулы Максвелла – Гарнетта на случай композита с изотропной матрицей и сфери-

ческими включениями с изотропной оболочкой и анизотропным ядром. 

Применим выражение (14) для оценки оптических характеристик композита с ди-

электрической матрицей и сферическими включениями с диэлектрическим ядром в се-

ребряной оболочке в диапазоне длин волн 0,282–0,855 мкм при различных относитель-

ных объемных долях ядер во включениях и включений в композите. В качестве 

материала, составляющего матрицу и ядра всех включений, используется альфа-кварц. 

В данном оптическом диапазоне его коэффициент поглощения равен нулю, показатели 

преломления для обыкновенного и необыкновенного лучей очень близки, поэтому он 

рассматривается как изотропный. Зависимость коэффициента преломления от частоты 

и значения диэлектрической проницаемости серебра в зависимости от длины волны 

взяты из [18, 19]. Радиус включений равен 10 нм. Размерная поправка к диэлектрической 

проницаемости серебра для массивного образца вследствие ограничения на длину сво-

бодного пробега электронов в частице рассчитывается по формуле [20] 

)()(
)(),(

2

0

2











ii
l

pp

b , 

где  – частота электромагнитной волны; p  – плазменная частота; b  – диэлектрическая 

проницаемость массивного образца; lvF 0  – измененная с учетом размерного 

эффекта скорость релаксации электронов в частице; 0  – скорость релаксации электро-

нов в объеме металла; Fv  – средняя скорость электронов на поверхности Ферми;  

l  – средняя длина свободного пробега электрона в частице.  

Принималось, что рассеяние электронов от границы оболочки происходит по зако-

ну Ламберта, т.е. интенсивность рассеяния с малой площадки поверхности в данном 

направлении пропорциональна косинусу угла между направлением и нормалью к пло-

щадке. В этом случае для длины свободного пробега в оболочке включения справедли-

ва формула [21] 

)(4 211 SSVl  , 

где V1 – объем оболочки; S1, S2 – соответственно площади поверхностей внешней и 

внутренней границ оболочки.  

В случае изотропных материальных свойств ядер включений по формуле (14) по-

лучаем скалярное значение эффективной диэлектрической проницаемости, т.е. компо-

зит макроскопически изотропен. Наряду с действительной и мнимой частями *  вы-

числялись частотные зависимости коэффициентов преломления 
*Re n  и 

экстинкции 
*Im k , а также коэффициентов пропускания Т, отражения R и погло-

щения пленки из матричного композита с включениями в виде диэлектрических шаров 

с серебряной оболочкой при нормальном падении электромагнитного излучения. Объ-

емная доля включений f = 0,2. Некоторые результаты расчета приведены на рис.1–3. 
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Рис.1. Частотные зависимости действительной (а) и мнимой (б) частей эффективной диэлектрической 

проницаемости композита со сферическими включениями с серебряной оболочкой при различных  

 объемных долях v ядер включений 

Fig.1. Frequency dependences of the real (a) and imaginary (b) parts of the effective dielectric permittivity of 

a composite with inclusions in the form of dielectric spheres with a silver shell at various volume fractions v  

 of cores of inclusions. Volume fraction of inclusions f = 0,2 

 

 

 

Рис.2. Частотные зависимости коэффициентов преломления (а) и экстинкции (б) композита со сфери-

ческими включениями с серебряной оболочкой при различных объемных долях v ядер включений 

Fig.2. Frequency dependences of the refractive index (a) and extinction ratio (b) of a composite with inclu-

sions in the form of dielectric spheres with a silver shell at various volume fractions v of cores of inclusions.  

 Volume fraction of inclusions f = 0,2 

 

 

Анализ зависимостей, приведенных на рис.1 и 2, показывает, что в композите со 

сферическими включениями с металлической оболочкой появляется дополнительный 

плазмонный резонанс (v = 0,2, v = 0,4), отсутствующий в случае сплошных металличе-

ских включений (v = 0). Этот дополнительный плазмонный резонанс находится в ульт-

рафиолетовой области примерно при длине волны 0,33–0,34 мкм и он гораздо слабее, 

чем основной. При повышении объемной доли ядер во включениях основной плазмон-

ный резонанс смещается в сторону более длинных волн, а дополнительный – очень 

слабо смещается в сторону более коротких волн. При этом интенсивность обоих 

уменьшается. Плазмонные резонансы приводят к появлению полос непропускания 

(слабого пропускания в результате дополнительного плазмонного резонанса) в оптиче-

ских характеристиках пленки из композита (см. рис.3). При этом интенсивности отра-

жения и поглощения в пределах полос непропускания сравнимы между собой.  
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Рис.3. Частотные зависимости коэффициентов отражения (а) и пропускания (б) пленки толщиной  

0,3 мкм со сферическими включениями с серебряной оболочкой при различных объемных долях v  

 ядер включений 

Fig.3. Frequency dependences of the reflection (a) and transmission (b) coefficients of the composite thin 

film at various volume fractions v of cores of inclusions. Volume fraction of inclusions f = 0,2; film thick is  

 0,3 micron 

 

Вычисления эффективных характеристик композита показывают, что при увеличе-

нии объемной доли включений в материале и при фиксированной объемной доле ядер 

во включениях оба плазмонных резонанса смещаются в область более длинных волн 

(данные зависимости в работе не приведены).  

Заключение. Полученную в настоящей работе на основе обобщенного приближения 

эффективного поля формулу (14) для вычисления эффективных диэлектрических характе-

ристик матричного композита со сферическими включениями с металлической оболочкой 

можно считать обобщением формулы Максвелла – Гарнетта для данной среды. Формула 

применена для построения частотных зависимостей действительной и мнимой частей 

диэлектрической функции, коэффициентов преломления и экстинкции матричного 

композита со сферическими включениями с металлической оболочкой в диапазоне 

длин волн 0,282–0,855 мкм. Композитная среда со сферическими включениями с ме-

таллической оболочкой имеет дополнительный плазмонный резонанс по сравнению с 

композитом с однородными металлическими включениями. Увеличение объемных  

долей ядер включений и доли включений в композите приводит к смещению основного 

плазмонного резонанса в сторону больших длин волн и к уменьшению его интенсивно-

сти.  

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаменталь-

ных исследований (грант № 16-08-00262-а).  
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